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Ëåêòîð � Ãëåá Âëàäèìèðîâè÷ Äÿòëîâ

Ïðîãðàììà êóðñà ëåêöèé
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Ââåäåíèå

Ïðåäïîñûëêè âîçíèêíîâåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Îáùåìà-
òåìàòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ. Ëîãè÷åñêàÿ ñèìâîëèêà. Âûñêàçûâàíèÿ. Êâàí-
òîðû.

Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé

Âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Àêñèîìà ïîëíîòû. Ïðèíöèï âëîæåííûõ îò-
ðåçêîâ. Òî÷íûå ãðàíèöû. Íàèáîëüøèé ýëåìåíò. Ñóùåñòâîâàíèå òî÷-
íûõ ãðàíèö. Ðàñøèðåííàÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ. Êðèòåðèé òî÷íîé âåðõ-
íåé ãðàíèöû.

Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñòðåìÿùèåñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïðåäåë è íåðà-
âåíñòâà. Òåîðåìà î çàæàòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðåäåë è îãðàíè÷åí-
íîñòü. Ïðåäåë è àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè. Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
è ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû. Òåîðåìà Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà. Òåîðåìà
Âåéåðøòðàññà î ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ôóíäàìåíòàëüíûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Êðèòåðèé Êîøè.

Ïðåäåë ôóíêöèè. Ïðåäåëüíûå òî÷êè. Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíê-
öèè. Îêðåñòíîñòè è ïðîêîëîòûå îêðåñòíîñòè. Îïðåäåëåíèå ïðåäåëü-
íîé òî÷êè è ïðåäåëà íà ÿçûêå îêðåñòíîñòåé. Ýêâèâàëåíòíîñòü îïðå-
äåëåíèé ïðåäåëà ïî Ãåéíå è ïî Êîøè. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â íåðàâåí-
ñòâå. Ïðåäåë è àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè. Ïðåäåë êîìïîçèöèè. Êðèòå-
ðèé Êîøè.

Àñèìïòîòè÷åñêèå ñðàâíåíèÿ. Ñðàâíåíèÿ o-ìàëîå è O-áîëüøîå.
Ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèé ñ o-ìàëûìè è O-áîëüøèìè. Ãëàâíàÿ ÷àñòü
ôóíêöèè.
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Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè è çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû. Ñóùåñòâîâà-
íèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1 + x/n)n. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ
è åå ñâîéñòâà. ×èñëî e. Íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì è åãî ñâîéñòâà. Ñòå-
ïåííàÿ ôóíêöèÿ è åå ñâîéñòâà. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Çàìå-
÷àòåëüíûå ïðåäåëû. Ñðàâíåíèå ñòåïåííîé, ïîêàçàòåëüíîé è ëîãàðèô-
ìè÷åñêîé ôóíêöèé.

Íåïðåðûâíîñòü. Êëàññèôèêàöèÿ ðàçðûâîâ. Íåïðåðûâíîñòü ñóì-
ìû, ðàçíîñòè, ïðîèçâåäåíèÿ, îòíîøåíèÿ, êîìïîçèöèè. Òåîðåìà Áîëü-
öàíî � Êîøè î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ. Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î
íàèáîëüøåì è íàèìåíüøåì çíà÷åíèÿõ.

Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé

Äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè.
Ôèçè÷åñêèé è ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé. Îïðåäåëåíèå äèô-
ôåðåíöèàëà. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ äèôôåðåíöèàëà. Ñâÿçü
ïðîèçâîäíîé è äèôôåðåíöèàëà. Äèôôåðåíöèðîâàíèå è àëãåáðàè÷å-
ñêèå îïåðàöèè. Ïðîèçâîäíàÿ êîìïîçèöèè, îáðàòíîé ôóíêöèè. Ïðîèç-
âîäíûå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Ïðèðàùåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé. Ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì.
Òåîðåìà Ôåðìà î íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ ýêñòðåìóìà. Òåîðåìû Ðîëëÿ,
Ëàãðàíæà, Êîøè î ïðèðàùåíèè.

Ôîðìóëà Òåéëîðà. Îïðåäåëåíèå ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ. Ôîðìóëà
Òåéëîðà ñ îñòàòêîì â ôîðìå Ëàãðàíæà è Ïåàíî. Ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà
îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè. Ìîíîòîííîñòü. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëî-
êàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Âûïóêëûå ôóíêöèè. Òî÷êè ïåðåãèáà. Àñèìï-
òîòû. Ïðàâèëà Áåðíóëëè � Ëîïèòàëÿ.

Ïåðâîîáðàçíàÿ. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì äëÿ ïåðâîîáðàçíîé. Çà-
ìåíà è ïîäñòàíîâêà äëÿ ïåðâîîáðàçíîé. Ïåðâîîáðàçíàÿ ðàöèîíàëüíîé
ôóíêöèè. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåí-
íûìè. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè.

Èíòåãðàë Ðèìàíà

Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Ðèìàíà è åãî ñâîéñòâà. Ðàçáèåíèÿ è èí-
òåãðàëüíûå ñóììû. Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Ðèìàíà. Ñóììû Äàðáó.
Êðèòåðèé Äàðáó. Êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè â òåðìèíàõ êîëåáàíèÿ
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ôóíêöèè. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè. Èíòåãðèðóåìîñòü
íåïðåðûâíîé è ìîíîòîííîé ôóíêöèè. Ëèíåéíîñòü, àääèòèâíîñòü è ìî-
íîòîííîñòü èíòåãðàëà. Ïåðâàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì.

Èíòåãðàë è ïåðâîîáðàçíàÿ. Ñâÿçü èíòåãðàëà è ïåðâîîáðàçíîé.
Ôîðìóëà Íüþòîíà � Ëåéáíèöà. Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ èíòåãðàëüíûì
îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì.

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë. Îïðåäåëåíèå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðà-
ëà äëÿ áåñêîíå÷íîé è êîíå÷íîé òî÷êè. Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè
íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà. Àáñîëþòíàÿ è óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü íåñîá-
ñòâåííîãî èíòåãðàëà. Èíòåãðèðîâàíèå ñòåïåííûõ îñîáåííîñòåé. Òåî-
ðåìà ñðàâíåíèÿ. Ïðèçíàêè Àáåëÿ è Äèðèõëå. Ñõîäèìîñòü â ñìûñëå
ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.

Ýéëåðîâû èíòåãðàëû. Îïðåäåëåíèå Γ-ôóíêöèè è B-ôóíêöèè è èõ
îñíîâíûå ñâîéñòâà. Èíòåãðàë Ýéëåðà � Ïóàññîíà.

Ïðèëîæåíèÿ èíòåãðàëà. Ïðåäñòàâëåíèå àääèòèâíîé ôóíêöèè èí-
òåãðàëîì. Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè. Îáúåì òåë âðàùåíèÿ.
Äëèíà êðèâîé. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ. Íåçàâèñèìîñòü äëè-
íû ïóòè îò ïàðàìåòðèçàöèè.

×èñëîâûå ðÿäû

Ñõîäèìîñòü ðÿäà. Îïðåäåëåíèå ðÿäà, ÷àñòè÷íûõ ñóìì, ñõîäÿùå-
ãîñÿ ðÿäà. Êðèòåðèé Êîøè. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà.
Àáñîëþòíî è óñëîâíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû.

Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ. Òåîðåìà ñðàâíåíèÿ äëÿ ðÿäîâ. Èí-
òåãðàëüíûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè. Ñõîäèìîñòü ýòàëîííûõ ðÿäîâ. Ãàð-
ìîíè÷åñêèé ðÿä. Ïðèçíàêè Êîøè è Äàëàìáåðà.

Óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ. Ïðèçíàêè Àáåëÿ è Äèðèõëå. Ïðèçíàê
Ëåéáíèöà.

Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé ìíîãèõ
ïåðåìåííûõ

Ìåòðè÷åñêèå è íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Îïðåäåëåíèå
àðèôìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Rn è åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ â íåì.
Îïðåäåëåíèå ìåòðèêè è ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Îïðåäåëåíèå
íîðìû è íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà. Íîðìà è ìåòðèêà. Ïðèìåðû
íîðìèðîâàííûõ è ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì
â Rn. Îòêðûòûå è çàìêíóòûå øàðû. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn.
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Íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî è Ìèíêîâñêîãî. Ïðåäåë ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè â Rn. Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. Ñâîéñòâà îò-
êðûòûõ è çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ. Îêðåñòíîñòè, âíóòðåííèå, âíåøíèå,
ãðàíè÷íûå òî÷êè. Êðèòåðèé çàìêíóòîñòè. Êîìïàêòû. Êðèòåðèé êîì-
ïàêòíîñòè. Ñâÿçíûå ìíîæåñòâà è îáëàñòè.

Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ. Îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ.
Ïðèìåðû. Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Îïðåäåëåíèå
äèôôåðåíöèàëà. Îïðåäåëåíèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé è ìàòðèöû ßêî-
áè. Ñâÿçü äèôôåðåíöèàëà ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ïðèìåð íåäèô-
ôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ãðàäèåíò ôóíê-
öèè è åãî âèä â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ãðà-
äèåíòà. Äèôôåðåíöèðîâàíèå è àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè. Äèôôåðåí-
öèðîâàíèè êîìïîçèöèè, öåïíîå ïðàâèëî.

Ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå è ôîðìóëà Òåéëîðà. Îïðåäåëåíèå ñòàðøèõ
ïðîèçâîäíûõ. Ïåðåñòàíîâî÷íîñòü ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Îïðåäåëåíèå
ïðîñòðàíñòâà Ck(Ω). Ôîðìóëà Òåéëîðà. Îïðåäåëåíèå âòîðîãî äèôôå-
ðåíöèàëà è ìàòðèöû Ãåññå.

Ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì. Îïðåäåëåíèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà è
êðèòè÷åñêîé òî÷êè. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Äî-
ñòàòî÷íîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

Ëèòåðàòóðà

1. Çîðè÷ Â. À. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç.
2. Êóðàíò Ð. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.
3. Çåëüäîâè÷ ß. Á. Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà äëÿ íà÷èíàþùèõ è å¼ ïðèëî-
æåíèÿ ê ôèçèêå.
4. Çåëüäîâè÷ ß. Á., ßãëîì È. Ì. Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà äëÿ íà÷èíàþ-
ùèõ ôèçèêîâ è òåõíèêîâ.
5. Ñìèðíîâ Â. È. Êóðñ âûñøåé ìàòåìàòèêè.
6. Ôèõòåíãîëüö Ã. Ì. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ-
÷èñëåíèÿ.
7. Ôèõòåíãîëüö Ã. Ì. Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.
8. Êóäðÿâöåâ Ë. Ä. Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.
9. Äåìèäîâè÷ Á. Ï. Ñáîðíèê çàäà÷ è óïðàæíåíèé ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó
àíàëèçó.
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10. Êóäðÿâöåâ Ë. Ä., Êóòàñîâ À. Ä., ×åõëîâ Â. È., Øàáóíèí Ì. È.
Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó.

Çàäàíèÿ ïî îñíîâàì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà

Çàäàíèå 1

1. Ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèé:

(à) f(x) =
3x+ 2

2x− 3
, (á) f(x) = 6 cos 2x+ 8 sin 2x.

2. Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè äîêàçàòü ðàâåíñòâî√
2 +

√
2 + · · ·+

√
2 = 2 cos(π/2n+1).

3. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè (1 + x)n ≥ 1 + nx, x > −1, n ∈ N.

4. Íàéòè âñå a, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêîå b, ÷òî ïðè âñåõ c âûðà-
æåíèå b2 − 4ab+ 2ac− c2 − 2b îòðèöàòåëüíî.

5. Íàéòè òî÷íûå ãðàíèöû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn = (−1)n−1(2 + 3/n).

6. Èññëåäîâàòü íà îãðàíè÷åííîñòü è ìîíîòîííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(a) xn =

√
n2 + 1− n; (á) xn = n

√
n. Íàéòè èõ ïðåäåë.

7. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = (1 + 1/n)n+1 ñõîäèòñÿ.

8. Äîêàçàòü, ÷òî

(a) lim
lnn

n
= 0; (á) lim

an

n!
= 0, a > 1.

9. Íàéòè ïðåäåëû

(à) lim
x→0

(1 + αx)β − (1 + βx)α

x2

(á) lim
x→π/2

1− sinα+β x√
(1− sinα x)(1− sinβ x)

.
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10. Íàéòè òàêèå ÷èñëà a, b, ÷òî

ctg x =
1 + ax2

1 + bx2
+O(x5) ïðè x→ 0.

11. Íàéòè âñå àñèìïòîòû ôóíêöèé (a) y = x +
√
4x2 + x+ 1; (á) y =

x arctg x.

12. Ïîäîáðàòü ôóíêöèè âèäà C(x− a)λ, êîòîðûå ëó÷øå âñåãî àïïðîêñè-
ìèðóþò ôóíêöèè (a) tg x ïðè x→ π/2; (á) ln cosx ïðè x→ 0.

Çàäàíèå 2

1. Ïîä êàêèì óãëîì ïåðåñåêàþòñÿ ãðàôèêè ôóíêöèé sinx è cosx?

2. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè

y =
1

4
√
2
ln
x2 + x

√
2 + 1

x2 − x
√
2 + 1

− 1

2
√
2
arctg

x
√
2

x2 − 1
.

3. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ y = y(x), îïðåäå-
ëåííàÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíå-
íèþ y− ε sin y = x, 0 ≤ ε < 1. Äîêàçàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìà. Íàéòè åå çíà÷åíèå è âñå ïðîèçâîäíûå äî òðåòüåãî
ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî ïðè x = 0.

4. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî
ex + ey

2
> e

x+y
2 .

5. Îïðåäåëèòü ÷èñëî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ 3x4−4x3−6x2+
12x− 20 = 0 è ëîêàëèçîâàòü èõ.

6. Íàéòè ðàçëîæåíèå ôóíêöèè y = ln(1 + arcsinx) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà
â îêðåñòíîñòè íóëÿ äî x3.

7. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè

y = arcsin
2x

1 + x2
.
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8. Íàéòè íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû

(à)

∫
x

(x2 + 1)(x+ 1)2
dx,

(á)

∫
dx

3 sinx+ cosx
,

(â)

∫
x2 dx

(x2 + a2)3/2
.

Çàäàíèå 3

1. Íàéòè ïðåäåë

lim
x→0

x

ex2

x∫
0

ey
2

dy.

2. Íàéòè èíòåãðàë
π∫

0

arctg(cosx) dx.

3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ p è q (q > 0) ñõîäèòñÿ íåñîáñòâåí-
íûé èíòåãðàë

∞∫
0

xp sinx

1 + xq
dx.

4. Îïðåäåëèòü îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà è âûðàçèòü åãî ÷åðåç
èíòåãðàë Ýéëåðà:

π/2∫
0

tgγ x dx.

5. Öèêëîèäà � ýòî êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèÿìè x = t − sin t, y =
1 − cos t. Íàéòè (à) äëèíó îäíîé àðêè öèêëîèäû; (á) ïëîùàäü ïîä
àðêîé; (â) îáúåì òåëà, ïîëó÷åííîãî âðàùåíèåì àðêè âîêðóã îñè Ox;
(ã) ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè óêàçàííîãî òåëà.
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Çàäàíèå 4

1. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
n=1

(
n− 1

n+ 1

)n(n−1)

.

2. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
n=1

sinnx

np
.

Çàäàíèå 5

1. Äîêàçàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòè x2 + y2 = z2 è x2 + y2 + z2 = r2 îðòîãî-
íàëüíû â êàæäîé îáùåé òî÷êå.

2. Îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆ ïåðåâîäèò êàæäóþ äâàæäû ãëàäêóþ ôóíêöèþ
u(x, y, z) â íîâóþ ôóíêöèþ

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
.

Âûÿñíèòü, êàê äåéñòâóåò îïåðàòîð Ëàïëàñà íà ñôåðè÷åñêè ñèììåò-
ðè÷íûå ôóíêöèè, ò. å. ôóíêöèè âèäà u = f(r), ãäå

r =
√
x2 + y2 + z2.

Íàéòè âñå ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå
óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ∆u = 0.

3. Ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, y) = φ
(
y
x

)
+ xψ

(
y
x

)
, ãäå φ è ψ � äîñòà-

òî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

x2
∂2u

∂x2
+ 2xy

∂2u

∂x∂y
+ y2

∂2u

∂y2
= 0.

4. Ðàçëîæèòü ïî ôîðìóëå Òåéëîðà äî âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèþ

f(x, y) = arctg
1 + x

1 + y
.
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5. Íàéòè òî÷êè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè

f = x+
y2

4x
+
z2

y
+

2

z
.

Ïðîãðàììó è çàäàíèÿ
ïî îñíîâàì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà
ñîñòàâèë äîöåíò, ê.ô.-ì.í. Ã. Â. Äÿòëîâ
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ÎÑÍÎÂÛ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ

Ëåêòîð � Ãëåá Âëàäèìèðîâè÷ Äÿòëîâ

Ïðîãðàììà êóðñà ëåêöèé
(2-é ñåìåñòð, ëåêöèè 64 ÷., ñåìèíàðû 64 ÷., ýêç.)

Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé ìíîãèõ
ïåðåìåííûõ (ïðîäîëæåíèå)

Òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè. Ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé. Òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíê-
öèè. Ïðèìåðû.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ. Äèôôåîìîðôèçìû. Êðèâîëèíåéíûå ñèñòåìû
êîîðäèíàò. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äèôôåðåíöèàëüíûõ âûðàæåíèÿõ.

Ìåðà è èíòåãðàë Ëåáåãà

Èíòåãðàë Ðèìàíà. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìíîãîìåðíîãî
èíòåãðàëà. Îïðåäåëåíèå ìíîãîìåðíîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà ÷åðåç ñóì-
ìû Äàðáó. Îïðåäåëåíèå ìåðû Æîðäàíà è ìíîæåñòâ, èçìåðèìûõ ïî
Æîðäàíó. Ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ðèìàíà (àääèòèâíîñòü, ìîíîòîííîñòü,
èíòåãðèðóåìîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé).

Ìåðà Ëåáåãà. Ñóììèðîâàíèå ìåëî÷è ïî Ëåáåãó. Ñîîáðàæåíèÿ î ìî-
íîòîííîñòè. Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà êàê ïðåäåëà ëåáåãîâñêèõ ñóìì.
Îïðåäåëåíèå ýëåìåíòàðíîãî ìíîæåñòâà (îáúåäèíåíèå n-ìåðíûõ ïðî-
ìåæóòêîâ) è åãî ñòàíäàðòíîé ìåðû. Ñâîéñòâà ñòàíäàðòíîé ìåðû (àä-
äèòèâíîñòü è ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü). Îïðåäåëåíèå êîëüöà, àëãåáðû,
σ-àëãåáðû. Îïðåäåëåíèå âíåøíåé ìåðû Ëåáåãà. Ñâîéñòâà âíåøíåé ìå-
ðû (êîíå÷íîñòü, ñóáàääèòèâíîñòü). Îïðåäåëåíèå èçìåðèìîãî ìíîæå-
ñòâà â n-ìåðíîì ïðîìåæóòêå. Îïðåäåëåíèå ìåðû Ëåáåãà íà n-ìåðíîì
ïðîìåæóòêå. Îïðåäåëåíèå èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà è ìåðû Ëåáåãà â Rn.
Ñâîéñòâà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ (σ-àëãåáðà). Ñâîéñòâà ìåðû Ëåáåãà
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(ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü). Èçìåðèìîñòü Q∩ [0, 1] ïî Ëåáåãó è íåèçìåðè-
ìîñòü ïî Æîðäàíó. Ìíîæåñòâà ìåðû íîëü. Ñâîéñòâà ìíîæåñòâ ìåðû
íîëü, ñâÿçü ñî ñ÷åòíîñòüþ.

Èíòåãðàë Ëåáåãà. Îïðåäåëåíèå èçìåðèìîé ôóíêöèè. Îïðåäåëåíèå
¾ïî÷òè âñþäó¿. Ñâîéñòâà èçìåðèìûõ ôóíêöèé. Îïðåäåëåíèå ïðîñòîé
ôóíêöèè. Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà îò ïðîñòîé ôóíêöèè. Îïðåäåëåíèå
èíòåãðàëà Ëåáåãà. Ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ëåáåãà. Ñâÿçü èíòåãðàëîâ Ðè-
ìàíà è Ëåáåãà.

Âû÷èñëåíèå ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ. Îïðåäåëåíèå êðàòíîãî è
ïîâòîðíîãî èíòåãðàëîâ. Òåîðåìû Ôóáèíè è Òîíåëëè. Ðàññòàíîâêà ïðå-
äåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé. Ãåîìåòðè÷åñêèé
ñìûñë ÿêîáèàíà. ßêîáèàíû êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì êîîðäèíàò. Ýëåìåí-
òû ïëîùàäè è îáúåìà â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ. Èíòåãðèðîâàíèå
ñòåïåííûõ îñîáåííîñòåé.

Èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà (ÈÇÎÏ). Òåîðåìà Áåïïî
Ëåâè. Òåîðåìà Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè. Íåïðåðûâíîñòü
è äèôôåðåíöèðóåìîñòü ÈÇÎÏ. Ãëàäêîñòü ãàììà-ôóíêöèè. Âû÷èñëå-
íèå èíòåãðàëà äèôôåðåíöèðîâàíèåì è èíòåãðèðîâàíèåì ïî ïàðàìåò-
ðó. Ôîðìóëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÈÇÎÏ ñ ïåðåìåííûìè ïðåäåëàìè.

Àíàëèç íà ìíîãîîáðàçèÿõ â Rn

Ìíîãîîáðàçèÿ â Rn. Îïðåäåëåíèå ýëåìåíòàðíîãî ãëàäêîãî k-ìåðíî-
ãî ìíîãîîáðàçèÿ â Rn. Îïðåäåëåíèå ãëàäêîãî k-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
(ñ êðàåì èëè áåç) â Rn. Êðàé è ãðàíèöà. ßâíûé è íåÿâíûé ñïîñîáû
çàäàíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðèìåðû. Ôóíêöèè ïåðåõîäà.

Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî. Îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðà è
ïðîñòðàíñòâà ê ìíîãîîáðàçèþ. Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî íåÿâíî çà-
äàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Óñëîâíûé ýêñòðåìóì. Îïðåäåëåíèå óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà. Íåîá-
õîäèìûå óñëîâèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà (ïðèíöèï ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà). Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà.

Èíòåãðàë 1-ãî ðîäà ïî ìíîãîîáðàçèþ. Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà ïî
k-ìåðíîìó ìíîãîîáðàçèþ. Äëèíà êðèâîé è ýëåìåíò äëèíû â ðàçëè÷-
íûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè è ýëåìåíò ïëîùàäè
â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Íåçàâèñèìîñòü èíòåãðàëà îò ïàðà-
ìåòðèçàöèè.

Îðèåíòàöèÿ. Îïðåäåëåíèå îðèåíòàöèè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Îïðåäåëåíèå îðèåíòàöèè íà ìíîãîîáðàçèè. Îðèåíòèðóåìûå è íåîðè-
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åíòèðóåìûå ìíîãîîáðàçèÿ. Ëèñò Ì�åáèóñà. Îïðåäåëåíèå âíåøíåé íîð-
ìàëè. Îïðåäåëåíèå èíäóöèðîâàííîé îðèåíòàöèè êðàÿ. Îïðåäåëåíèå
âíåøíåé íîðìàëè ê (n−1)-ìåðíîìó ìíîãîîáðàçèþ. Îðèåíòàöèÿ (n−1)-
ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïðè ïîìîùè íîðìàëè. Âûðàæåíèå âíåøíåé
íîðìàëè ÷åðåç ïàðàìåòðèçàöèþ.

Êëàññè÷åñêèå èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû. Ôîðìóëû Ãðèíà, Ãàóññà �
Îñòðîãðàäñêîãî, Ñòîêñà.

Ýëåìåíòû âåêòîðíîãî àíàëèçà. Îïðåäåëåíèå ãðàäèåíòà, ðîòîðà,
äèâåðãåíöèè, ëàïëàñèàíà. Îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà Ãàìèëüòîíà (íàá-
ëà). Ðàáîòà ïîëÿ âäîëü êðèâîé è öèðêóëÿöèÿ ïîëÿ. Ïîòîê âåêòîðíîãî
ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü. Ôîðìóëà Ãàóññà � Îñòðîãðàäñêîãî â òåðìè-
íàõ äèâåðãåíöèè è ïîòîêà. Ôîðìóëà Ñòîêñà â òåðìèíàõ ðîòîðà, ïîòîêà
è öèðêóëÿöèè. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ðîòîðà è äèâåðãåíöèè. Îïðåäåëå-
íèå ïîòåíöèàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. Óñëîâèå ïîòåíöèàëüíîñòè ïîëÿ.
Îïðåäåëåíèå ñîëåíîèäàëüíîãî è áåçäèâåðãåíòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ.
Óñëîâèå ñîëåíîèäàëüíîñòè ïîëÿ. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå òî÷å÷íîãî
çàðÿäà. Ìàãíèòíîå ïîëå ýëåìåíòàðíîãî òîêà.

Ïðèëîæåíèÿ. Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè. Çàêîí Êóëîíà. Òåîðå-
ìà Ãàóññà. Çàêîí Áèî � Ñàâàðà. Ñèëà Ëîðåíöà. Çàêîí Àìïåðà.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â âåêòîðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âûðàæåíè-
ÿõ. Ïðàâèëî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïðè çàìåíå. Ïðàâèëî
äëÿ ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê äðóãîìó.
Ïðàâèëî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðîâ. Çàïèñü grad â ïî-
ëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Êîýôôèöèåíòû Ëàìå. Çàïèñü grad, rot è
div â îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòàõ.

Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû. Îïðåäåëåíèå âíåøíåé äèôôåðåíöè-
àëüíîé ôîðìû. Áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 1-ôîðì. Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå
1-ôîðì. Áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ôîðì. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ôîðìàìè
è ïîëÿìè. Îïðåäåëåíèå îïåðàöèé φ∗ è φ

∗. Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà îò
ôîðìû ïî ìíîãîîáðàçèþ. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èíòåãðàëàìè îò ôîðìû
è èíòåãðàëàìè âòîðîãî ðîäà. Îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëà ôîðìû.
Ñâÿçü äèôôåðåíöèàëà ôîðì ñ âåêòîðíûìè îïåðàöèÿìè. Îáîáùåííàÿ
ôîðìóëà Ñòîêñà. Êëàññè÷åñêèå èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû êàê ñëåäñòâèÿ
îáîáùåííîé ôîðìóëû Ñòîêñà.

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðÿäîâ

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïîòî÷å÷íàÿ è
ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
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Íåïðåðûâíîñòü ïðåäåëà ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ðàâíî-
ìåðíàÿ íîðìà.

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ.Ïîòî÷å÷íàÿ è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäè-
ìîñòü ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ. Íåïðåðûâíîñòü ñóììû ðÿäà. Ïî÷ëåí-
íîå èíòåãðèðîâàíèå è äèôôåðåíöèðîâàíèå ðÿäà. Êðèòåðèé Êîøè.
Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà. Ïðèçíàêè Àáåëÿ è Äèðèõëå.

Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ñõîäèìîñòü â C.
Ïðîèçâîäíàÿ êîìïëåêñíîé ôóíêöèè. Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè. Óñëî-
âèÿ Êîøè � Ðèìàíà. Íåçàâèñèìîñòü èíòåãðàëà àíàëèòè÷åñêîé ôóíê-
öèè îò ïóòè.
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íèå è èíòåãðèðîâàíèå ñòåïåííîãî ðÿäà.
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Çàäàíèÿ ïî îñíîâàì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà

Çàäàíèå 6

1. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ z = z(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

x2 − y2 + 2z2 + xy − zy = 0

è óñëîâèþ z(0, 1) = 1. Äîêàçàòü, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
(0, 1) îíà áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà, à â ñàìîé òî÷êå íàéòè dz è
d2z.

2. Ïðåîáðàçîâàòü ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì r è φ äèôôåðåíöèàëüíîå
âûðàæåíèå

y2
∂2z

∂x2
− 2xy

∂2z

∂x∂y
+ x2

∂2z

∂y2
− x

∂z

∂x
− y

∂z

∂y
.

3. Â óðàâíåíèè yy′ + xy2 + x3 = 0 ïåðåéòè ê íîâûì ïåðåìåííûì u è t,
êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ïðåæíèìè x è y äâóìÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

u2 − y2 − x2 = 0, x2 − t2 + u2 = 0.

4. Íàéòè è èññëåäîâàòü òî÷êè óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè x+ 4y−
2z, åñëè åå ïåðåìåííûå ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè:

x3 + 64y3 + 8z3 + 12x+ 48y + 2z = 26, x+ 4y = 2.

5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ x2−2xy+3y2−2x−2y äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî
è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå òî÷åê ïëîñêîñòè, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óñëîâèþ 2x2 + 5y2 ≤ 2xy + 25, è íàéòè ýòè çíà÷åíèÿ.

Çàäàíèå 7

1. Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â äâîéíîì èíòåãðàëå

2∫
1

dx

√
2x−x2∫

2−x

f(x, y) dy.

17



2. Óêàçàòü îáëàñòü, â êîòîðóþ ïåðåõîäèò òðåóãîëüíèê 0 < x < 1,
0 < y < 1− x, ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ x+ y = u, y = uv. Ñ ïîìîùüþ
êîîðäèíàòíûõ ëèíèé îïèñàòü, êàê äåéñòâóåò ýòî ïðåîáðàçîâàíèå. Âû-
ðàçèòü äâîéíîé èíòåãðàë ïî òðåóãîëüíèêó îò ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè
(íà âûáîð ïðåïîäàâàòåëÿ) â êîîðäèíàòàõ u è v.

3. Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â òðîéíîì èíòåãðàëå (âñåãî 6 ñïî-
ñîáîâ)

1∫
0

dx

1−x2∫
0

dz

1−x∫
0

f(x, y, z) dy.

4. Íàéòè îáúåì òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòüþ

|x|1/2 + |y|1/2 + |z|1/2 = 1.

5. Ïî øàðó ðàäèóñà R ðàñïðåäåëåíà ìàññà M ñ ïëîòíîñòüþ ρ(x, y, z).
Íàéòè ìîìåíò èíåðöèè øàðà îòíîñèòåëüíî äèàìåòðà, åñëè ïëîòíîñòü
â òî÷êå (à) ïðîïîðöèîíàëüíà, (á) îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ðàññòîÿ-
íèþ îò ýòîé òî÷êè äî öåíòðà øàðà.

6. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííîãî äâîéíîãî èíòåãðàëà

1∫
0

1∫
0

dx dy

|x− y|p
.

7. Íüþòîíîâûì ïîòåíöèàëîì òåëà â òî÷êå (x, y, z) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë

u(x, y, z) =

∫∫∫
V

ρ(ξ, η, ζ) dξ dη dζ√
(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2

,

ãäå ρ � ïëîòíîñòü òåëà, à V � çàíèìàåìàÿ èì îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà.
Äîêàçàòü, ÷òî âíå ýòîé îáëàñòè u áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà; åå
ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé ðàâíû êîìïîíåíòàì
ñèëû, ñ êîòîðîé òåëî ïðèòÿãèâàåò ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé
ìàññû ñ êîîðäèíàòàìè x, y, z; à ñóììà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ðàâíà
íóëþ, ò. å. u � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.
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Çàäàíèå 8

1. Íàéòè öåíòð ìàññ äóãè öèêëîèäû{
x = t− sin t,

y = 1− cos t,
0 ≤ t ≤ 2π.

2. Íàéòè ìàññó ÷àñòè êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè z =
√
x2 + y2, âûðåçàí-

íîé öèëèíäðîì x2 + y2 = 2x, åñëè åå ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàâíà
ρ(x, y, z) = xy + yz + zx+ 5.

3. Ïîñ÷èòàòü èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà∫
C±

(y − z) dx+ (z − x) dy + (x− y) dz,

ãäå C± � îêðóæíîñòè, ïî êîòîðûì åäèíè÷íàÿ ñôåðà ñ öåíòðîì ó íóëå
ïåðåñåêàåòñÿ âåðòèêàëüíûìè ïëîñêîñòÿìè y = ±x è êîòîðûå ïðîáå-
ãàþòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè íàáëþäàòü çà ýòèì ñî ñòîðîíû
ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè àáñöèññ.

4. Íàéòè ïîòîê ïîëÿ F = x2i+y2j+z2k ÷åðåç âíåøíþþ ñòîðîíó ñôåðû
ðàäèóñà R ñ öåíòðîì (a, b, c).

5. Äîêàçàòü òîæäåñòâà

(à) grad(uv) = u grad v + v gradu,

(á) div(uA) = udivA+A · gradu,
(â) rot(uA) = u rotA−A× gradu,

(ã) div(A×B) = B · rotA−A · rotB,

ãäå u è v � ñêàëÿðíûå ïîëÿ, à A è B � âåêòîðíûå.

6. Âûÿñíèòü, êàêèå èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå âåêòîðíûõ ïîëåé ïîòåíöè-
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àëüíû, à êàê � ñîëåíîèäàëüíû:

(à) (2xy + z)i+ (x2 − 2y)j+ xk,

(á) 3y2−3x2j− (y2 + 2x)k,

(â) zeφ − cosφez/ρ,

(ã) eρ sinφeρ + eρ cosφeφ/ρ+ 2zez,

(ä) 2rer + eθ/r + eφ/r sin θ,

(å) − φ ctg θer/r + φeθ/r + 2 cos θeφ/r.

7. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ñòîêñà âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ ïîëÿ

(y − z)i+ (z − x)j+ (x− y)k

ïî ýëëèïñó x2+y2 = 1, x+2z = 1, êîòîðûé îáõîäèòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè, åñëè ñìîòðåòü ñî ñòîðîíû ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè àïïëèêàò.

8. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ãàóññà � Îñòðîãðàäñêîãî íàéòè ïîòîê ïîëÿ

x2i+ y2j+ z2k

÷åðåç âíåøíþþ ñòîðîíó ñèìïëåêñà, ïîñòðîåííîãî ïî òðåì áàçèñíûì
âåêòîðàì, êîòîðûå ïðèëîæåíû ê íà÷àëó êîîðäèíàò.

9. Ïîñ÷èòàòü öèðêóëÿöèþ âäîëü ãðàíèöû ïëîñêîé îáëàñòè: ïîñòîÿííî-
ãî ïîëÿ, ðàäèóñ-âåêòîðà r è ïîëÿ r/r2. Äëÿ òåõ æå âåêòîðíûõ ïîëåé
íàéäèòå èõ ïîòîêè ÷åðåç ãðàíèöó îáëàñòè. Äëÿ ïîñëåäíåãî èç óêà-
çàííûõ ïîëåé ðàçáåðèòå ñëó÷àè, êîãäà íà÷àëî êîîðäèíàò ëåæèò âíå
îáëàñòè, âíóòðè íåå è íà ãðàíèöå.

10. Íàéòè ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì â ïðåäëîæåííûõ êîîðäèíàòàõ: (à) öèð-
êóëÿöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ z cosφeρ+ρeφ+φ

2ez âäîëü ïåòëè ρ = sinφ,
z = 1, îðèåíòèðîâàííîé ïàðàìåòðîì φ; (á) ïîòîê ïîëÿ rer+r sin θeθ−
3rφ sin θeφ ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷åííóþ âåðõíåé ïî-
ëóñôåðîé ðàäèóñà R è ïëîñêîñòüþ θ = π/2. Ïîñ÷èòàòü òå æå âåëè-
÷èíû, ïðèìåíÿÿ ôîðìàëüíî ôîðìóëû Ñòîêñà è Ãàóññà � Îñòðîãðàä-
ñêîãî. Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû. Îáúÿñíèòü.

11. Íàéòè èíòåãðàë îò äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû∫
S

zx dy ∧ dz + xy dz ∧ dx+ yz dx ∧ dy,

20



ãäå S � âíåøíÿÿ ñòîðîíà ÷àñòè öèëèíäðà x2 + y2 = r2, x ≤ 0, y ≥ 0,
0 ≤ z ≤ H.

Çàäàíèå 9

1. Èññëåäîâàòü ïîòî÷å÷íóþ è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà îòðåçêå [0, 1]
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

(à) fn(x) = xn − xn+1, (á) gn(x) = xn − x2n.

2. Ïîëüçóÿñü ïðèçíàêîì Âåéåðøòðàññà, èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõî-
äèìîñòü ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà

∞∑
n=1

x

1 + n2x4
arctg

x

n
, −∞ < x <∞.

3. Îïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè êîìïëåêñíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ

(à)

∞∑
n=0

(1 + i)nzn

(n+ 1)(n+ 2)
, (á)

∞∑
n=1

(
1− 1

n

)n2

zn.

4. Ïðèìåíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå èëè äèôôåðåíöèðîâàíèå, íàéòè ñóììû
ðÿäîâ

(à)

∞∑
n=1

n3zn, (á)

∞∑
n=1

zn

n(n+ 1)
.

5. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ìàêëîðåíà ôóíêöèè

(à) arcsin
2x

1 + x2
, (á) x ln(x+

√
x2 + 1), (â)

x∫
0

e−t2 dt.

Ïðîãðàììó è çàäàíèÿ
ïî îñíîâàì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà
ñîñòàâèë äîöåíò, ê.ô.-ì.í. Ã. Â. Äÿòëîâ
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